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Systeme des coordonnées plates de la déformation
verselle des singularités isolées simples d’hypersurface et
zéros de l'intégrale d’Abel

Susumu TANABE

RESUME - On étudie le systéme des équations differéntielles sat-
isfaites par lintégrale d’Abel associée au cycle v, C {(z,y) € R? :
H(x,y;s) =0} définie pour la déformation verselle d’une singularité
isolée simple d’hypersurface. Comme application, on obtient une es-
timation de la multiplicité des zéros de l'intégrale 1,(s) = f% w en

fonction de poids quasihomogénes associés a H(x,y;0) et de deg(w).

1. Introduction

Dans cette note, nous poursuivons le probléeme de 'estimation des zéros de I'intégrale d’Abel
étudié par plusieurs auteurs [3], ] etc. C’est une demarche vers une reponse raisonnable au
XVle probleme de Hilbert sur le nombre des cycles limites. Dans un travail précedent [7],
nous avons établi une estimation de la multiplicité des zéros de l'intégrale hyperelliptique
associée a la singularité A,, en se servant du systeme de GauB-Manin satisfait par I'intégrale
hyperelliptique. La stratégie de cette note est semblable a celle de [7], pourtant la tactique
en differe au sens que nous utilisons ici I'expression du systeme de Gaufl-Manin au moyen des
coordonnées plates introduites par [6]. Dans [6], les coordonnées plates (flat coordinates) ont
été introduites comme les invariants canoniques d’un groupe de Coxeter fini irreductible qui
satisfont certaines conditions naturelles. C’est grace a Noumi [5] que 'utilité prépondérante de
ces coordonnées se manifeste aux études du systeme de GauB-Manin. Notre demarche s’appuie
sur un résultat de [5] qui est formulé au Théoreme Il Ce résultat nous permet d’exprimer
avec les coordonnées plates, le systeme de de GauB-Manin associé a la déformation verselle des
singularités isolées simples d’hypersurfaces, d’une fagon plus simple que ’expression du systeme
par les coordonnées usuelles de 1'espace de déformation verselle (voir [7]). L’objet central de
notre recherche est 'intégrale d’Abel associée a une singularité isolée simple dhypersurface
pour laquelle on établit le résultat suivant:

Théoréme Soit v, C {(z,y) € R?: H(z,y;s) = 0} un cycle évanescent de la déformation
verselle d’une singularité isolée simple d’hypersurface de la liste (2.1) i.e. A,, D, Es, Ez, Eg.
Alors il eziste un ensemble ouvert dense U C R* \ D tel que la multiplicité des zéros N de
Uintégrale d’Abel (1.1) non-nulle

(11) Irgo(s) = | Play)ds +Qla.y)dy
Vs
avec P(x,y), Q(x,y) des polynomes de degré au plus K i.e.P(x,y) = ZOSZ’—I—]‘SK P jx'yl, Q(z,y)
= D o<itj<x Qij ¥y doit satisfaire a chaque point s € U l'inégalité suivante:
(1.2) N < p(1+[(p+ p2) (K = 1)) =1,

ou p1, p2 sont les poids quasihomogenes des variables x,y définis pour chaque singularité.
Il est facile de déduire de (1.2) que si p, v, K,m < n, alors la multiplicité des zéros N est
dominé par une fonction quadratique en n. Nos résultats, donc, paraissent une amélioration
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des estimations obtenues dans [4] ( la multiplicité de chaque zéro < % ) pour autant qu’il
s’agisse de l'intégrale du type (1.1).

2. Déformation verselle des singularités isolées simples d’hypersurface

D’abord, on regarde la déformation verselle des singularités isolées simples d’hypersurface:
(2.1)

A, H(z,y;s) = ottt o2+ 300 szox

D, : H(z,y;s )—:E“ 1+:Ey +Z 2 8108 N 4 s01y 4 00,

Eg: H(z,y;s) = 2" + 3 + s012%y + s11xy + s202” + s10% + So1y + Soo,

E7: H(z,y;8) = 23 4+ 2y® + 50120%y + s110y + S207% + Se2y? + S107 + So19 + So0,

Eg . (LU Y, S ) = LU5 + y3 + 8315(73y + 8215(72y + Ss11xy + Sy + 830I3 + 820(172 + S10Z + Sgo-

Nous définissons un ensemble fini I C N? associé a chaque singularité ci-dessus qui satisfait
les conditions suivantes:
(1) | I |= p = le nombre de Milnor de la singularité.
(2) A chaque élément (v, 15) € I correspond un mondme z"'y*? qui est un élément de la
base de I'espace

Ol )/ (- H(x,3;0), %H@,y;o».

On remarque que toutes les singularités de la liste (2.1) sont quasihomogenes. C’est a dire,
il existe (p1, p2) € Q2 tel que

0 0
(plx% + pzya—y)H(fE, y;0) = H(z,y;0).

On définit pour o € N* le poids quasihomogenes d’'un monome s“:

(22) weight H sHvive :(w,a): Z Wy v Xpy vy

(v1,v2)€l (v1,v2)€l

ol Wy, = 1 — (p1v1 + pare). On définit pour chaque (v, 1) € T un réseau d’entiers L(vq, 1)
selon Noumi [5]. Dans les cas de A, Es, Es :

L(I/l, I/Q) = ((I/l, 1/2) + L) N N2
ol L =Z(+,0) + Z(0, L) € 2. Soit
(2.3)

yer(Gi—m)+oa(Bamin L1 (B + D) (p2(B2 +1) .
1/11/2(B17B2) ( ) F(p1(V1 T 1))F(p2(1/2 i 1)) (ﬁhﬁz) S L( 1, 2)

=0 si (B1,82) ¢ L1, v2).
Dans les cas de D, B7 : L = Z(pi 0) + Z(1, ) L(vi,v5) = ((v1, ) + L) N IN2. Soit
(24) Cl/lvz(Blvﬁ?)

_ () Brim+m(-p)(Ba-vp) LB+ 1 = pp(Ba + DT (pa(B +1)) v, v
(1) C(pi[vr + 1 = pa(vo + DT (p2(ve + 1)) (B1, P2) € L(vy, 1va)

=0 si (B1, Ba) & L(vy, 1).
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Alors on peut introduire un systeme des “coordonnées plates” dans ’espace de parametres
de déformation C# (ou bien R*) [B]. Notamment,

(2.5) to = to = s00+ Y Coo(e(a)%
(w,a)=1 ’
(2.6) bin= > Canlll@)=  pour  (v,m)#(0,0)

(w,0)=1=(p1v14p2v2)

ou la fonction linéaire ¢(«) est définie comme suit:

pn—1
o) = (Z i o, V2> pour A,

1=0

o) = Z V100, s Z VoQlyy 1 pour D,,E,.
(v1,v2)#(0,0) (v1,v2)#(0,0)
Le changement des coordonées s — t est un difféomorphisme. Desormais nous nous serverons
de la notation ¢t = (to,t"), ot t' = (t,,,), (1,12) € T\ {0,0}.
Soit H(x,y;s) un des polynémes de la liste (2.1). On prend un cycle évanescent -y, C
{(x,y) € R*: H(x,y;s) = 0}. Alors on peut définir I'intégrale d’Abel y associée :
]mklykzﬁs (S) = /ys xhykz%,

et un vecteur
K(S> = (Imklyk2 (8))(k1,k2)61'

L’énoncé suivant met a jour l'avantage d’écrire le systeme de Gauss-Manin au moyen des
coordonnées comme (2.5), (2.6) dans nos études.

Théoreme 2.1. Si on définit une base des intégrales d’Abel J(t) = (Ju10,(t)) (w1 po)er comme

suit: 9 dr A d
T Y
57y, 5(0) =

Juwz (t) =
Vs(t)
alors les énoncés suivant ont lieu.
1. Il eziste une matrice P(t') € GL(u, C[t']) telle que:

(2.7) K(s(t)) = P(t) - I(¢)
ou P(t') = %—fﬁ” et les indices U, v € 1.
2. Les intégrales satisfont un systéeme d’équations différentielles:

(2.8) S(t)i,}(t) =A-J(t)
dtg

ot A = diag(wy,1,) (i wm)er- La matrice S(t) € End(CH)@Clt] satisfait les conditions ci-dessous:
0 =~
—S(t) =1id
8t0 ( ) t o

(2.9) det S(t(s)) = Au(s)

ot A, (s) est le discriminant de la déformation verselle.
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On note D := {s € C" : A,,(s) = 0}. En reprenant les notations depuis le début, on formule
I’énoncé central comme suit.

Théoréme 2.2. Soitv, C {(z,y) € R*: H(z,y;s) = 0} un cycle évanescent de la déformation
verselle de la liste (2.1). Alors il existe un ensemble ouvert dense U C R*\ D tel que la
multiplicité des zéros N de l'intégrale d’Abel (1.1) non-nulle

Tpm(s) = / Pla, y)de + Q. y)dy
Ys

doit satisfaire a chaque point s € U linégalité suivante:

N < p(1+ (K = 1) + po(K = 1)]) = 1.

Desormais on va s’intéresser a la dérivée de I'intégrale (1.1)

9 o (s) :/ d(P(z,y)dz + Q(z, y)dy) :/ (=Py(,9) + Qulwy))de A dy
880 P’Qv'\/s . dF 5 dF
que l'on note par
dr N d
IRv’”{s(S) = / Rk1k2 kl szy
0<k1+k2<K s

On montre que la multiplicité des zéros de l'intégrale I ., (s) ne dépasse pas p(1 + [pi (K —
1)+ p(K —1)]) -2
11 est facile de voir qu'il existe des polynomes P w2 (@) de degré au plus vy := [p1 (K — 1) +
(K+1)K
(B3I, B)):

Z Rk1k2]xk1yk2 Z Pu(fug tO - EO) : JV1V2 (t)

0<k1+ke<K-1 (v1,12)€l

p2(K — 1)] pour un vecteur quelconque (Ry,x,) € R 2

avec tp € C*\ D.
Notons le vecteur de taille pu(vg + 1) :

J(t) =* (JOO(t)a T Jmm (t)> (tO - EO)JOO(t)a SR (tO - 50)‘]/11;12 (t)a s

S (to—10)"Joo(t), - .oy (to — 10) " Ty un (1))

Ici (o1, p2) € Itel que gy +po = max(y, y,)er Y1+v2. Onnote M = pi(vo+1). Notre théoreme 22
se déduit du lemme suivant.

Lemme 2.3. Il existe des polynomes 6 (t ) i € N de degré M+1) (u!)? tels que pour (ty,t') €

R*\ D, qui se trouwve hors des zéros de 6% (t), I"énoncé suwant soit valide.
(1)Si un vecteur ¥ € RM \ {0} satisfait la relation suivante,

(2.10) <F,% (d%) 3(i, ) = 0,

pour 0 < < M —1 alors (2.10) est valable pour £ > M = u(vy + 1) aussi.
(ii) L’ensemble {t € R* 6D (t) £ 0,i € N} est un ouvert dense de R*\ D.
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-~ . [
Démonstration D’abord on établit la relation entre J(to,t') et (a%)) J(to,t'). Dans ce

but, on introduit J(t) =" (Joo(t), ..., Juu(t)). Notons le poids quasihomogene d’une forme
ey dxdy/dF par Ay, = pi(vi + 1) + pa(re + 1) — 1. D’apres (2.8) les coeflicients de
développement de Taylor de J(¢) s’écrivent sous la forme suivante:

¢
(2.11) (%) I(to, t') = S~ o, t')(A — (£ —1)id,) ... (A — id)A-J (%, t')
0

ou A = diag(Aoo, - .- Ayype)- A l'aide de la formule (2.11) on conclut facilement la relation
suivante:

o\ s ; -
(2.12) (—) J(to,t") = X0 - I(to,t).

Oto

Ici ©) est une matrice M x M, dont la composante az(]), € End(C*) @ C[t] (i,4) € [0,v0)* est
déterminée comme suit:

5ZA(A—z'dM)...(A—(E—l)idu) 0<i=j<u
(2.13) o) =< WS~ CHIINA —id,) .. (A= ({+j—i)id,) 0<j<i<up
0 1<j ou fL+j5—1<0.
C’est-a-dire: © o o
%00 %01 """ Ooy
O O 0
n0) — 10 11 1vo
. l 4 o 4
01()00 01()0)1 e 0-7()0)7)0

A T'aide de la matrice )| la condition (2.10) se transforme en 1'équation suivante:
(2.14) (72O . I, 1)) =0

pour 0 < ¢ < p— 1. Puisque (to, 'Y ¢ D, les valeurs propres de la matrice S(f,t') sont sans
multiplicité. Par consequence, S(f,t') est diagonalisable & I'aide d’une matrice T & coefficients
de fonctions semi-algébriques. C’est-a-dire:

(215) T_lg(tN(), t,)T = dlag(fo - Tl(t/), tNO - Tg(t,), e ,t(] — Tu(t,))
ou 7 (t') # 7;(t') pour i # j.

En tenant compte de (2.12), (2.13), (2.14) on peut voir que 'existence d’une collection
de nombres,dépendant de (fo,%', Ao, ** , Aurpa ), df(}(fo,t’),dﬁ_l(fo,t’), : ..,d((f)(fo,t’),z' > 0,
satisfaisant (2.16) ci-dessous est une condition suffisante pour que (2.10) pour ¢ > p — 1

entraine (2.10) pour £ > ;i aussi:
(2.16)

b 57D o ()
dg\/l) (to, t/)m(A_(M‘H_l)Zdu) . (A—Mdu)—l—m
S

7!

STM=HYA—(u+i—2)id,) ...

LA —ividy) + . A dY () - 2= =0,

avec d\) W (to, ') # 0. Vu (2.15), la relation (2.16) est équivalente & I'équation suivante:
M —Z /-1

de’(fo_” I O—0, wver

/=1 b—0
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M déi) B (y)t

Celui-la est, a son tour, équivalente a 1’équation ci-dessous:

SIOF O :
»@.d0 =0, ieN
ou
S0 —
(M+z)' IE ™ (oo —b), % o 2 (Moo —b), T,
arton T Qon =), Loon) 000,
]\/I+z 1 (fo—7u) TrM+i—2
(1\/I+1)' H (A#1#2 —b) ﬁ =i (Aﬂl #Q_b) ’
(MJM 1)‘ HMJM 2()\00—b) % 1\/£+z 3()\00—6),
MA+i—2 (to—7u) TyM+i—3
(M+1 1)'H i ()‘sz_b) (Mo+z‘f2)! b:jl ()‘sz_b)v )
1 ]\/I+7, vog—1 (tg—71) M+i—vg—2
WH o (Moo —b) Orrimogmnt =i 0 (Roo=b),
1VI+z vg—1 (fo—7w) M+i—vg—2
(M+z “O)'H o ()‘Hlﬂz_b) (M+?*7“O‘L*1)' b=i 0 ()‘Mutz_b)v )
M1 M
- cee cee (Aoo—1) (to (zii)' , (to— 1)
(fg—r)M—1 (fo— TQ)M
L cee, e, ()\01—2) G+ D)1 N
t T M t T M
9 ) ) ()\Mlvll«z 1)( (Jj\/l(iﬁi)! ) (o= ll#)
t T -1
, , , (to }!) 7 0
P M—1
) ) ) ) (o ‘:!) ) 0
ig—m1)M—v0
L L | , 0, 0
to—T, M—vq
T | A 0, 0
TG 40) (@) M4+1 _
d® = (@ a)_ .. d¥y e RMTY M = p(vo + 1).

est un normal aux M vecteurs colonnes de la matrice ). Si on note ces M
,17(1\24), d’apres algebre linéaire on obtient 1’expression suivante:

d? = const.ﬁéi) ANRRREA 17(]\2)

Le vecteur d® (
vecteurs colonnes par 1751), s

On en déduit que

D, (@ 27 37 7M —+ 1
dgw)(to(t/),n(t’), e 7Tﬂ(t/),)\007"' 7)\“%) — 2 < Uy o )
i.e. un mineur M x M de la matrice 3@, Si on définit
5](\2) (t) - H ds"/} (to’ Tp(l)(t/)’ s Tp(w) (t,)a )‘U(OO)a s )\U(Mluz))a

pEGM,UEGI
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M(M+1)
2

alors 51(\? (t) est un polynome de degré (u!)?%. Ici &7 indique le groupe de permutation
de p indices de 1.

On note par

(2.17) Bt)= [I @) -7’

1<i<j<u

le polynome définissant I’ensemble de bifurcation. Alors il existent un entier L > 0 (eventuelle-
ment on calcule L = (M(“fl) et des polynomes Q ()\00, e Npe), 3 =0, %jl)(ulf—

L invariants sous 'action de &y tels que,

o3 (8) = ( > QY V(ALY (BE) )AL,

—1)¢ M(M+1
(MQ) (2u+ )(N!)Z_L

+j=

Ole((] ( )#OQI\/I(MJA)( ( )7£0

Evidemment 51(\4 (to,t') = 0 pour les zéros (fo,t') de dg\?(fo,ﬁ, S Ty A0, s Apppp) OLL A
donc démontré I’énoncé du lemme pour t = (to,t') qui satisfait

Au(s(t) #0, 88)#0, i=0,1,2,--

Au voisinage de t tel que B(t') assez grand par rapport a A,(s(t)), il est un ouvert dense.
Il est aussi un ouvert dense au voisinage de t tel que ¢, assez grand par rapport & B(t'). En
tenant compte de la quasihomogéneité, c’est un emsemble ouvert dense de R*. Cela démontre
le lemme. C.Q.F.D.

Remarque 1. Pour J(¢) de (2.11), B.Dubrovin [2] a obtenu ’équation suivante:
n—2

AU+ 0ua (DA~ i) ™+ g (A~ A~ 2 ) 4

0

0
dto

pour la matrice diagonale A de (2.8) et des polynémes g;(t) de degré i en ty t.q.

g (OA —idy) - (A = (p = 1)idy) o= + (A —idy,) -+ (A = p-id,,) ]I (2) = 0,

det(S(t) + \) = A,u(s(t)) + i M lgi(t).

C’est une conséquence de I'équation (2.11) apres application du théoreme de Cayley-Hamilton
a la matrice S(t). Cela implique que la multiplicité des zéros d’une intégrale

Z Py s dii(t)
(v1,12)€l

avec P, ,, € R ne doit pas dépasser p hors de 'ensemble critique D = {t; A,(s(t)) = 0}.
En fait, on peut déduire de la démonstration du Théreme i41) une estimation analogue

pour I, ymdx( s) .
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